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Persamaan Differensial Orde-2

Persamaan diferensial orde-n adalah persamaan yang melibatkan z,y, dan turunan-turunan y, dengan
yang paling tinggi adalah turunan ke-n.

F(xayay/ay”77y(n)) =0. (1)

Contoh

(ny)y” + ()" =z
adalah persamaan linear orde-3. Masalah utama adalah menentukan solusi dari persamaan diferensial (1),
yaitu fungsi y = ¢ () yang memenuhi (1), yaitu jika disubstitusikan untuk y, maka persamaan ini dipenuhi,

F (:c,g7g’,g”, . ,g(")) =0.

Persamaan diferensial yang akan dibahas adalah persamaan diferensial linear orde 2,

p@)y" +q@)y +r(@)y=s(z) (2)
dengan p (x),q (z),r (x), dan s (z) kontinu pada suatu interval buka I = (a,b).
Jika s (x) =0,
p(@)y" +aq(@)y +r(@)y=0, (3)

maka persamaan diferensial dikatakan homogen. Persamaan diferensial ini selalu punya solusi karena
y () = 0 pasti merupakan solusi. Solusi ini disebut solusi trivial.
Notasi operator: Misalkan 3(™) ditulis sebagai D"y. Maka (2) dapat ditulis sebagai

(p(x)D*+q(z) D +r(z))y =s(z) atau Ly = s (z).

L

Juga diasumsikan bahwa p (x) tidak pernah nol pada I. Secara umum,
ag (2) 4™ + a1 (@) y" T+t ap 1 (@)Y +an (@) y = k(@) (4)
dapat ditulis sebagai

(ao () D" + a1 (z) D" ' + -+ + ap_1 () D+ ay (z))y = k (z)

L

Dari sifat kelinearan turunan, kita peroleh bahwa
L(cy) = cLy dan L (y1 +y2) = Lyr + Ly>
Jika u; (z) dan ug (z) adalah dua penyelesaian dari PD homogen L (y) = 0, yaitu
Luy =0 dan Lus =0,
maka untuk tiap ¢; dan ¢ bilangan real, berlaku
L(ciuy 4 couz) = 1L (u1) + coL (u2) =0

Theorem 1 (Prinsip Superposisi) Jika uy (x) dan us (x) adalah dua penyelesaian dari persamaan difer-
ensial linear homogen

ag (@) y'" + a1 (@) y" "+ an 1 (@)Y +an (@) y =0
dan c1,co dua bilangan real, maka kombinast linear
y(z) = crun (@) + couz (x)

juga merupakan solusi persamaan diferensial tersebut.



Theorem 2 Jika p(x),q(z), dan r (z) kontinu pada interval buka I, p(x) # 0 untuk tiap x € I, maka
persamaan diferensial linear homogen

p@)y" +q(@)y +r(z)y =0,

mempunyai dua solusi uy (x) dan us (x) yang bebas linear. Selain itu, untuk tiap solusi uy (x) dan ug (x)
yang bebas linear, maka untuk tiap solusi y (x), terdapat ¢c; dan ca sehingga

y(x) = crug (x) + coug () .

Catatan: dua solusi y; dan y, disebut bebas linear jika satu adalah kelipatan dari yang lain, y; = cyo
atau yo = dy;.

Persamaan Diferensial Linear Orde-2 dengan Koefisien Konstan

Persamaan diferensial orde-2 dengan koefisien konstan adalah persamaan (2) dengan p(x),q (z), dan r (x)
adalah fungsi konstan, sebut p () = r, ¢ (z) = ¢, dan r (z) = r. Jadi,

Yy +aqy +ry=s(z).
Karena p # 0, maka persamaan ini dapat ditulis sebagai
Yy’ +ay +by=s(x).

Kita akan mulai dengan solusi jika s () = 0 atau versi homogen

Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde-2 dengan Koefisien Konstan
Diberikan persamaan difenresial

Yy +ay +by=0, a#0. (5)
(D*+aD+b)y=0, a#0.

Bila Dy = ry, maka
D?y =D (Dy) =D (ry) =rDy =%y

Solusi umum dari Dy = ry adalah y (z) = Ae™. Solusi yang paling sederhana adalah y (x) = e™. Jika y
adalah solusi persamaan diferensial orde-1 Dy = ry, maka

(D2—|—aD—|—b)y=D2y+aDy—|—by:r2y+ary+by:(r2+ar—|—b)y.

Maka dapat disimpulkan bahwa jika
r? +ar+b=0, (6)

maka y (z) = ™ juga solusi dari (5). Persamaan (6) disebut persamaan bantu (auzilliary equation), dan
g (r) =72 +ar + b disebut polinom karakteristik dari (5).. Misalkan A = a? — 4b adalah diskriminan dari
persamaan bantu. terdapat diga kasus: A > 0,A =0, dan A < 0.

Case 3 (A > 0) Polinom karakteristik memiliki dua akar tunggal berbeda, sebut r1 dan ra, r1 # ro. Diper-
oleh dua akar yang bebas linear.uy (x) = €™ dan us (x) = e™*. Maka menurut Teorema di atas,

y(z) =c1e™” + cpe™”
adalah solusi umum (5).

Case 4 (A =0) Karena A = a? —4b =0,

2

9 9 a a\?
r 4+ar+b=r +ar+zz<r+§) =0



Maka polinom karakteristik mempunyai akar ganda,

a
r=—=

2

Diperoleh satu solusi yaitu u(x) = €. Teorema di atas memberikan bahwa terdapat dua solusi yang bebas
linear. Solusi kedua v (x) # Au(x). Misalkan v (x) = zu (z) = ze"™. Maka

Dv=e""+rze™ =(1+rz)e™
D*v=D(1+rz)e™ =re™ + (1+rz)re’™ = (r*z+2r)e™
Maka
(D*+aD+b)v=D*v+aDv+bv=((r’z+2r)+a(l+rz)+bzx)e™
=((r’+ar+b)z+(a+2r)e” =0
— —
0 0

Jadi, v (x) = xe™ juga merupakan solusi, u (x) dan v (z) bebas linear. Maka solusi wumum (5) berbentuk

y () = c1e™ + coxe’™ = (c1 + o) €'

Case 5 (A < 0) Dalam hal ini, A = a® — 4b < 0. Maka akar-akar adalah dua bilangan kompleks yang

saling konjugat
—at++va?—4b —a V4b—a?
Me=—"7 = 5 Tl—7/—F
’ 2 2 2

Misalkan o = =* dan 8 = 7““’2_“2 dan

dengan i® = —1.

r =a+if dan ro = a — if3.
Ini memberikan dua solusi bebas linear

7 (x) =en® = elatib)e — gaw (cos B+ isinf3)

Ja (x) = ™ = elamiBle — gaw (cos B —isinf)

Tetapi kedua solust ini bernilai kompleks. Dengan menggunakan Prinsip Superposisi di atas,

1 7 1 ~ ax

y1(z) = 5@/1 (x) + 53/2 (z) = e cosf
1 7 1 ~ T L

Y2 (z) = %yl (z) — ZyQ (x) =€e*sinp

Juga solusi dan keduanya bebas linear. Jadi, solusi umum (5) adalah
y(x) = c1y1 (z) + cayz () = € (¢1 cos B + co sin 3)
Theorem 6 Diberikan persamaan diferensial linear homogen orde-2 dengan koefisien konstan.
Y +ay +by=0, a#0 (7)
1. Jika persamaan karakteristik mempunyai dua akar berbeda m1 dan ro, maka solusi umum (7) adalah
y () = c1e™* + coe™".
2. Jika persamaan karakteristik mempunyai hanya satu akar r (: f%) , maka solusi umum (7) adalah
y(z) = 1™ + come™.

3. Jika persamaan karakteristik mempunyai dua akar kompleks 11 = a + 18 dan ro = a — i3, dengan

a=F,p=" 4b2*“2, maka solusi umum (7) adalah

y(z) =e* (c1cos B+ casinf).



Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen Orde-2 dengan Koefisien Konstan
Misalkan kita akan menentukan solusi persamaan diferensial orde-2 linear nonhomogen
v +ay +by=s(x). (8)

dengan s () kontinu pada suatu interval buka I. Misalkan y,, (z) adalah salah satu solusi dari (8). Misalkan
y (z) adalah sebarang solusi lain dari (8) dan yp, (z) =y (x) — y, () . Maka

Yy +ay, +by, =s(xz) dan Y’ +ay +by=s(z)
dan diperoleh
(" +ay +by) — (y, +ay, +byy) = s(z) —s(x) =0
v —y, 4+ ay — ay, + by — by, =0
(W' —yp) +a¥ —y,) +0(y—yy) =0

(y*yp)”+a(y*yp)/+b(y*yp) =0
Yn +ayp, +byn =0

Dengan demikian y, (x) = y (x) — y, (x) adalah solusi dari versi homogen (8) :
Yy +ay +by=0 9)
Maka, dapat disimpulkan bahwa setiap solusi y (z) dari (8) berbentuk
y(2) = yn () + yp ().
Theorem 7 Solusi umum persamaan diferensial (8) berbentuk
y (@) = yn () + yp (2)

dengan yy, (x) adalah solusi versi homogen (9) dan y, (z) adalah solusi khusus (partikular) dari (8).

Menentukan Solusi Khusus (Partikular)

Bagaimana menentukan solusi khusus atau solusi partikular? Dua metode yang akan dibahas adalah Metode
Koefisien Tak Tentu dan Metoda Variasi Parameter.

Metode Koefisien Tak Tentu Metoda ini berlaku untuk kasus-kasus khusus dari s (z), yaitu jika s (z)
adalah merupakan polinom atau hasil kali polinom p (z) dengan fungsi eksponensial atau dengan fungsi sinus
atau kosinus, yaitu

p(x), px)e™, px)sinkz, p(z)coskr, p(x)e“sinkz, p(z)e™ coskz

atau jumlah dari fungsi-fungsi seperti di atas. Contoh bentuk-bentuk s ()

14z, ¥, ze®®, >*® +cos2x

Example 8 Tentukan solusi umum persamaan diferensial nonhomogen 3" + 2y’ — 3y = 1 + 2.

Solution 9 Persamaan versi homogennya adalah y'" + 2y’ — 3y = 0. Bentuk karakteristiknya adalah 2 +
2r—3=0
r?+2r—3=(r+3)(r—1)=0.

Persamaan karakteristik memiliki dua akar yaitu r =1 dan r = —3. Maka solusi homogen adalah

yn (x) = c1e” 4 coe ™37,



Karena s (z) = 1+ 2 adalah polinom orde 2, maka y, juga merupakan polinom orde 2, sebab jika y ()
adalah polinom orde 2, maka y" + 2y' — 3y juga polinom orde 2. Misalkan

yp (2) = A2® + Bz + C.
Maka y' = 2Ax + B dan y"” = 2A. Jadi,
y' +2y —3y=2A+2(2Azx+ B) — 3 (A2’ + Bz + C) = 1 + 2?

Jadi,
(=34)2* + 4A-3B)x + (2A+2B-3C) =1+2*

yang memberikan

—34=1, 4A—-3B=0, 24+2B-3C=1
24+2B-3C =1

4A—-3B =0
—3A=1
Solusinya adalah A = —%,B = —%,C = —%. Jadi,
(z) = 22 4z 23
W =T Ty T
Maka, solusi umum adalah
z? 4z 23 . 32
y(m) _yp($)+yh(x) =39 —77+01€ + coe

Example 10 Tentukan solusi khusus dari y"” — y' = 3 cos 2z.
Solution 11 Karena s (z) = 2 cosx, maka kita mencoba y, (x) = Acos2x + Bsin2z. Dengan demikian

Yy, = —2Asin 2z 4 2B cos 2z
yg = —4Acos2x — 4B sin 2z

Yy, — Yy, = (—4Acos 2z — 4B sin 2z) — (—2Asin 2z + 2B cos 2x)
= (—4A — 2B) cos2x + (2A — 4B) sin 2z
Sebagai solusi, y, — vy, = 3 cos 2x. Maka
(—4A — 2B) cos 2z + (2A — 4B) sin 2 = 3 cos 2.

Maka haruslah —4A — 2B = 3 dan 2A — 4B = 0 yang memberikan

as Bpo B
5 10
Maka solusi khususnya adalah
(x) = _3 cos 2z — 3 sin 2z
Wi =75 T R

Example 12 Tentukan solusi khusus persamaan diferensial y” + 2y — 3y = 4e=3%.
Solution 13 Karena s (z) = 4¢=3%, maka kita mungkin mencoba Yp = Ae=3% . Tetapi,
Yy + 2y;, — 3y, = 94> — 67 — 3A% =0

Jadi,
0=4e3



Ini tidak mungkin karena fungsi eksponensial tidak pernah mol. Hal ini karena persamaan karakteristik
persamaan diferensial ini adalah
2 +2r—3=(r+3)(r—1)=0

Jadi, 7 = —3 adalah akarnya dan oleh karena itu e 3%

Ae=3%. Maka coba

adalah solusi homogen. Maka tidak mungkin y, =

Yp = Aze™ 3%,
y, = Ae™ " —3Axe™%" = (1 — 3x) Ae™>"
yy = —3Ae™*" 4 (=3) (1 — 3z) Ae™%" = (9z — 6) Ae ™"
Substitusi pada persamaan memberikan
Yy, + 2y, — 3y, = (97 — 6) Ae " +2((1—3z) Ae™") — 3Aze . = —4Ae™™"
Maka
—4Ae3% = 4737

Jadi, A = —1. Diperoleh
Yp (z) = —e

Example 14 Tentukan solusi khusus persamaan diferensial y” + 4y’ + 4y = 8e =2,

Solution 15 Persamaan diferensial iy’ + 4y’ + 4y = 8e~2* memiliki persamaan karakteristik
P dr+4=(r+2>%=0.

Jadi, diperoleh hanya satu akar, r = —2. Maka solusi homogen adalah

2z 2x

yn () = cre™ + cowe™** = (1 + camw) €™

Maka y, = Ae™2* maupun y, = Are *
Jauh lagi, yaitu

akan memberikan y, + 2y, — 3y, = 0. Kita harus memodifikasi lebih
yp (2) = Az?e 27,
Jadi

y, (z) = 2Aze™>" — 2A2”e™* =2 (Ax — Ax®) e "
Yy (2) =2(A—2A4z)e > — 4 (Av — Az®) e > = (4w + 22° + 1) 24e™ "

Maka

Re 2% = y;)' + 4y; + 4y,
= (—4:16 + 227 + 1) 2472 4+ 4 (2 (Ax - A:cg) 672‘?) + 4Ax%e72®
=2Ae™ %

Maka A = 4. Jadi,

€T

Example 16 Tentukan solusi umum persamaan diferensial y” — 5y’ — 6y = e~ * — 2cosx

Solution 17 Persamaan karakteristik ini adalah 0 =12 —5r —6 = (r — 6) (r +1). Makar = 6 dan r = —1.
Jadi,
yp (x) = c1€5% + coe ™.

T

Karena e=* adalah solusi homogen, maka

yp () = Cxe”® + Acosz + Bsinz.



Maka,

<~

—
8

&
[

Ce ™ —Cze ™ + Bcosz — Asine =C (1 —z)e 4+ Bcosx — Asinz

y, (x) =—-Ce™® =C(1—x)e™® — Bsinz — Acosz = (x —2)Ce™ " — Bsinz — Acosx

Jadsi,
e " —Tcosz =y, — 5y, — 6y,
= ((z —2)Ce " — Bsinz — Acosz) —5((1 —z)Ce ™ + Beosz — Asinz)
—6(Cze ® + Acosz + Bsinz)
=-—7Ce ™+ (-TA—5B)cosz + (A —7B)sinz
Maka
-7C=1
—T7TA—-5B=-2
5A—-7B =0

Diperoleh bahwa C = %,A = 3—77,B = % Maka

I 5 .
yp(x):—?xe +§cosx+ﬁsmx

Maka solusi umum adalah

x

1 X
y(x) = ——xe ¥ 4+ ——cosx + ——sinzx + c1€%% + e,

7 37 37

Berikut adalah tabel penentuan y, (z) persamaan diferensial

y' +ay +by=s(x)

Jika salah satu suku penjumlahan dalam dan jika
§(x) memuat kelipatan konstan dari

¥y (x) memuat

er* 7 bukan akar dari persamaan karakteristik Ae™
r akar tunggal dari persamaan karakteristik Axe™
7 akar ganda dari persamaan karakteristik AxZer™

sin kx , cos kx ik bukan akar dari persamaan karakteristik

Acoskx + B sinkx

ax? +bx+c 0 bukan akar dari persamaan karakteristik

Ax2+Bx+C

0 akar tunggal dari persamaan karakteristik

Ax® +Bx®+Cx

0 akar ganda dari persamaan karakteristik

Ax* + Bx® + Cx?

Metode Variasi Parameter Metode ini, sifatnya lebih umum, digunakan untuk menentukan solusi

khusus dari
Y +ay +by =s(x)

dengan menggunakan solusi umum homogennya. Misalkan u; (z) dan ug (2) adalah dua solusi homogen yang
bebas linear. Pada metode ini kita mengganti ¢; dan ¢y pada solusi homogen dengan fungsi v1 () dan vs (z)

(10)

y(x) =v1 () ug () + va () us (x) atau singkatnya  y = vjug + vaus




Kita tambahkan satu syarat yaitu
v’lul + v§u2 =0 (11)

Maka
y' = viu] + vaub
y" = viu + voul + viu) + viub
Substitusikan pada (10)
(x)

()

vy + voul + viu] + vhubh + a (viu) + vousy) + b (viug + voug) =
v1(uf + aul + buy) +ve(ul + aud + bug) + (viu)] + vhul)

0 0

S
S

Karena u; dan wus solusi homogen, maka dua suku pertama adalah nol. Jadi
viuy + vhuh = s (z) (12)

Maka dari (11) dan (12), kita harus menyelesaikan sistem persamaan linear dalam vj dan v}

viug + vhus =0
viu] + vhuh = s(x)

Solusi dalam v} dan v} adalah

’ —U2S8 ’ u1s
V= Vo= = —
Uy U1 U7 U2 U U1 U7 U2
Maka v; dan vy ditentukan dengan integral.
Example 18 Tentukan solusi umum y"” +y = tanz
Solution 19 Persamaan karakteristik adalah
r?24+1=0
dengan akar-akar kompleks r1 =1 dan ro = —i. Maka solusi umum homogen adalah

yn (x) = c1 cosx + co sin .
Dengan uy = cosx dan us = sinz, persamaan (13) memberikan

vjcosx + vhsine =0
v} (—sinx) +vhcosz = tanz

Jadsi,
, —sinztanz . sin?
v = - - = —sinxtanx = —
COSX COSX + sInx sinx COs T
, cosx tanx .
Vg = =sinx

cosxcosx + sinxsinx

02 1— 2
vy (x)z/—bm xdx:—/ﬂdx:—/(secx—cosx)dx

COS T COsST

Dengan integral

= —In|secz — tanx| + sinz + Cy
vy (x) = /sinxdw = —cosz + Cy

Maka,
yp () = (—In|secz + tan x| 4+ sinz) cosz + (—cosz) sinz = — (cos z) In |sec = + tan z|

dan solusi umum adalah

y(x) = ¢y cosx + casinz — (coszx) In |sec z + tan z|



